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Testes de Hipoteses parap
(o2 Desconhecida)

Hipoteses Compostas, Estatistica de Teste e Decisao



8.6 Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigdo normal de valor esperado u e desvio
padrao o. A partir de uma amostra de dimensao 30 dessa variavel obtiveram-se os

. —_—
seguintes resultados:

30
Y xi=640 ) (x;-%)*=848
i=1

Teste ao nivel de significincia d@a hipétese Hy : u = 2.0 contra a hipotese alterna-
tiva Hy : > 2.0.




Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

YcSso 04 X o~ o\f‘(/u(,, 6‘2) /-(, =7
B, - /‘J-: 2.0

B Jue> 20

. 5°/
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Tipos de Testes de Hipoteses para ps
(o2 Desconhecida)

Um teste de hipoteses paramétrico para o parametro u (valor médio ou média
populacional) pode ser:

RR =] -o0; -tl_a/z]U[tl_a/z; +oo[ —

- . H.:u=
Bilateral o = Ho
Hy:t 17 Hy
. L. Ho: s p
1 direita  °
Hyt >,
Teste
Unilateral
- aesquerda Mo K=k RR=]-e0t,] A
Hyi<H, ‘

onde , é o valor numérico especifico considerado em Hye H;



Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

PesSse 2 - L :f_lc,usf 2 £ST.Tesle

Estatistica de Teste:

S /(=
To - ’9" 2_ Mo t
S (a9)

30 30
C - 212-2 - -4+ Y xi=640 Y (x;-%)*=848
i=1

=3

]
lﬁ'\
L
lJ
) 8]
w

2

NS F49_2.92
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IC para p: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Variancia corrigida
, 1 n _

Diferenca de médias

Y1 _A_/—z = (= uy)

1 1

SZ :rZ[X;—X]z
» ~ N0 AH - =
Média J/\/— .1 s'/\n (n=1)
(X'_XZ)_(H‘_NZ)NN({)J) Z:(Xl_Xz)_(ﬂ'_ﬂz)if(y)
ol ol St sz
m n m n

onde V é o maior inteiro contido em 7,

r= == ~tm+n-2) "= L (s? 2 | (o2
(m-1)S\* +(n—-1)S}? s, 2
m+n-2 m—1\ m n=1\ n
nS* _(n—1S" 2
Variancia o2 = —~x (n=1)
S 0'2
Relagdo de varidncias F—”F(m—lﬂ—l)
2




Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Regido de rejeicao RR =[1,699; +oo[

YWesso . R Oy €
— /

b
o= F (oas) =t 649
“(29)

Decisao pela regiao de rejeicao:

Nao se rejeita H, para o = 5%, pois 0,417 < 1,699.
N&o existe evidéncia estatistica para afirmar que
o valor médio é superior a 2 para o. = 5%.

Yesso & Deccsds T,
LA s

= stwi» < L Cas e WD L

e f\Q‘Jet'Tm o e ol S/

Nao se rejeita H, (0.427 < 1.699) .

Slides Professora Claudia Nunes



T-Student Curiosidade

* Se a variavel tem distribuicdo Normal na populagdo, ou a amostra é suficientemente
grande, mas ndo conhecemos o desvio da populagdo, sé da amostra, entdo ...

e ... Amédia amostral se distribui conforme uma t-Student
e ... Adistribui¢do t-Student depende dos graus de liberdade (n-1), que denotamos por v

045 T

=1
- v=4
=8
. =12

— HN@O.D

0225~

Afuncdo densidade de probabilidade da t-sudent detém caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal quando o nimero de graus de liberdade é pequeno e a medida
que esse valor cresce, a distribuicdo t-Student aproxima-se da normal.

©AT7%C3%A30_t_de_Student

5://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%



https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_densidade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A3o_normal

Decisao: Regiao de Rejeicao vs Valor-p

Regido de rejeicdo (RR) ou Regido critica (RC):
Conjunto para o qual H, é rejeitada
« Teste unilateral a esquerda: RR=]-o0; t ]

» Teste bilateral: RR=]-00; -t, , ,]U[t, , »; +o°[

Nota: Supondo que a estatistica de
teste tem distribuicdo t-student.

Regra (considerando os
valores criticos):

« Teste unilateral a direita: RR = [t;_; +o0[ “ °t, <t = Rejeita-se H,

*t,>t; , = Rejeita-se H,
*|to| = t,.,, = Rejeita-se H,

Valor-p ou P-value: Probabilidade sob H,de a
estatistica de teste tomar valores tao ou mais

desfavoraveis a H, do que o seu valor observado
« Teste unilateral a esquerda: valor-p =P(T < t,)
« Teste unilateral a direita: valor-p = P(T > t,)

« Teste bilateral: valor-p =P(T<-t,ou T 2 t,) = 2xP(T = |t,|)

Regra: t, € RR = Rejeita-se H,

Regra: Valor-p < a = Rejeita-se H,




tn,e P(X > tn,e) =& }

,-\?
RRE [t, .3 Yool

Calculo do Quantil da Distribuicao t-student de
Probabilidade 1-a/2 e com n-1g.l."s

3 400 250 100 050 025 010 2005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63.656 318289
2 289 8l6 1.886 2920 4.303 6.965 9.925 22328
3 277 765 1.638 2353 3182 4541 5.841 10214
4 271 741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 267 727 1.476 2,015 2.571 3.365 4.032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 263 T 1.415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1.397 1.860 2.306 2.890 3.355 4.501
9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2.764 3.169 4.144
11 260 697 1.363 1.796 2.201 2718 3.106 4.025
12 259 695 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 3.930
13 259 694 1.350 1771 2.160 2.650 3012 3852
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3787
15 258 691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 258 690 1.337 1.746 2,120 2.583 2921 3.686
17 257 689 1.333 1.740 2,110 2.567 2898 3.646
18 257 688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 257 (688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 257 687 1.325 1.725 2086 2528 2.845 3.552
21 257 686 1.323 1.721 2.080 2518 2831 3527
22 256 686 1.321 1717 2074 2.508 2.819 3.505
23 256 685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
24 256 685 1.318 1711 2.064 2492 2797 3.467
25 256 684 1.316 1.708 2.060 2485 2.787
26 256 684 1.315 1.706 2.056 2479 2
2

Nivel de significancia (a=0,05)
A Nivel de confianca (1-a=0,95)

Areatotal éigualal

>

|
; . Q=005
0 t0,95; 201,699




Teste unilateral a direita: valor-E = P‘T > t“

Calculo do valor-p quando a Estatistica de Teste tem
Distribuicao t-student com n-1g.l.’s

P(T<0,417)~0,7
Decisao (pelo valor-p): 4 é a area assinalada a azul

|
_\ \ frea total é igual a1

Decisao pelo valor-p: Valor-p=0,4 > 0,05
N3o se rejeita H, para o = 5%. Nao existe
evidéncia estatistica para afirmar que o
valor médio é superior a 2 para o = 5%.

0,4

P(T<-0,417) = P(T=0,417) ~ 0,4
é a area assinalada a verde
29 0,256




Testes de Hipoteses para p: Resumo...

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
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Passos Fundamentais para a Construcao de um

Teste de Hipoteses

Yocdo  Gonel A c2osCat e Io
— I
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Passos Fundamentais para a Construcao de um
Teste de Hipoteses

?G«SSO > Ca:"‘\f"\ - l\-&(\f\-ﬁcﬁv C,Qa JO(.SS'._; O/ vVear—-aS
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Passos Fundamentais para a Construcao de um
Teste de Hipoteses

?6—5503 Ca;-,,_..__‘ ® el Qe 51‘3H~4~’c£c.'<. X _a
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Passos Fundamentais para a Construgao de um
Teste de Hipoteses

?5560‘1 Uu*‘cm Se © veldon obseniecds cle
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Construcao de um Teste de Hipoteses: Exemplo 1
(D >~ (K27

- gesse o

GcSSn L

Estatistica de Teste:

ﬁ)osso 2

I\,-\__Lr / X = 5/{3 /

v Mok 7= XD (o) (bandins)
G/
€ST.T2852 Z, x-S (\_)U\/‘/ot)
G/(T,ﬂ
velon oS, £ST TeSSe- Zg = g: S -4

\/‘Oxpon obs .e_‘oJahSth.f_» Qe T 2 e 1S 2

Cﬂ Hnilbu ) :’

pn (S5O v To—0
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Construcao de um Teste de Hipoteses: Exemplo 1

Decisao (pela regiao de rejeicao):

V. Mw( o o)
Nied 09s 0.0LS
. o iy
G 2§ (po29)= 7 AN (a.ffw-)-; 1.96 Decisio:

Nao se rejeita HO para
- a = 5%, pois |1]| < 1,96.
Pesse 3 S e Nao existe evidéncia
0o - ’ .
_ — \ Aeces— | estatistica para
Corno l 2 | < 1-96, i, € wﬂgeaeﬁ’c; i Cilw- e ot
e (e)RiCd | QIO F/ A= 5%, médio é diferente de 5

Sen (e jed< - para a = 5%.
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Construgao de um Teste de Hipoteses: Exemplos 2 e 3

K \

(o, os-) =-1.6s5

3]

Coms 2y =4 > ~1.L5, ouss Boo Slactic
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Testes de Hipoteses para s, - 1,
(Variancias Conhecidas)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

23



Teste t para a Diferenca de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

O teste t para 2 amostras independentes também é conhecido como
teste t nao-emparelhado

» Permite a comparacao de dois valores médios usando amostras
representativas de duas populacdes independentes.

Os individuos sdo escolhidos aleatoriamente da populacao.
As duas amostras sao independentes.

Deve-se saber se as variancias sao aproximadamente iguais
(homocedasticidade) ou nao (heterocedasticidade).

Suposicao deste teste é: A varidvel de interesse deve ter distribuicdo

Normal em cada uma das populagdes (das quais as amostras foram
recolhidas). (9)

9, o

¢ vV VVY




Variancia corrigida

y -
IC para p;-p,: Formulario ~. 7.
n-1i3
e POPULACOES NORMAIS
. ~ N(0,1) A tn-1)
Média o*/\/_ S/J_
(X X ) (”l (01) (Xl _Yg.z)_(;'{lz_ﬂz)ir(v)
G' 0_2 Variancias Conhecidas S—1+S—2
Diferenga de médias n m n
o onde V é o maior inteiro contido em 7,
X, X, —(uy —wy) s g2 2
Variancias Desconhecidas e lguais 1 1 7; f
T = m_n ~t(m+n-2) - 22 2V
\/(m—l)Sf2+(n—1)S£2 L 1(3' ] + ‘1[32 J
m+n—2 meiem n=l

Variancia o2

2 _(n_l)S;z 5
- 2

~x (PI—

)

Variancias Desconhecidas e Diferentes

Relacdo de varidncias

2
Sy o

Sc:r2

Fm-1,n-1)




IC para p,-p,: Formulario

e GRANDES AMOSTRAS

Caso geral
E—‘u e _{?_‘u a
<di ~N(O,1) ~N(0,1)
Média a/‘/; S /n
(X = Xo) = (4 = o) (X = X5) = (= o) @
Diferenca de médias —————"~N(0J) : ;.2 S'L =~ N(O.D)
g a A . .
Variancias Conhecidas j + f ;1 - TQ Variancias Desconhecidas




Estatisticas de Teste t para a Diferenca de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

Variancias iguais e desconhecidas:

B (n1 1>s1 4'/("‘2—1)32|
X, = X,) = (g -

(n,+n,-2)

2,1 1 -

Sy (—+ —) s deswo padrao conjunto
N, Ny

Variancias diferentes e desconhecidas:

i b




Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatdrios de crian¢as seguiram esquemas de alimentacdo
diferentes: o grupo 1 seguiu o esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se os ganhos em peso, em kg, dessas criancas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7
Grupo 2 4,1 45 3,6 2,7 3,6 3,2 4,1

Sabe-se que as criangas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribuicbes dos pesos seguem a distribuicdo Normal com varidncias 0,36 e 0,32,
respectivamente.
a) Ao nivel de significancia de 1%, podera afirmar que o ganho médio em peso das criangas alimentadas
segundo o esquema A é:
i. lgual ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
ii. Superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
iii. Inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
b) A partir de que nivel de significancia rejeita cada uma das hipdteses anteriores?

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

Sejam:
= X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criancas alimentadas segundo o esquema A,
= X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,
comX; ~ N(py =?; 01 =/0,36) e X; ~ N(uz = ?; 0, =/0,32).

n, =9, x, = 3,3367;
n, = 7, Ez = 3,6857

a = 1%.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Conhecidas)

i) = pg?

e 2 : Ho: gy = pp vs Hy: iy #
Hipoteses: & Hy: uy — uy = 0ws Hy: puq — 1y # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

_ @1 _Yz) = (U1 — U2)o

7= ~N(0; 1).
Estatistica de Teste: of L o3
n, N
(33667 — 3,6857) — 0
Zops = = —1,0896.
0,36, 0,32
5 t77

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela Zl—E = 20,995 = 2,576.
Logo, R.A.:1-2,576; 2,576[ e R.R.:]—o0; —2,576] U [2,576; +oo].

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja
diferente do das criancas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) g > pp?

Hipoteses: RENEEITIREUERS
& Hy: g — pp < 0vs.Hy:py — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

e X _E - - )
Estatistica de Teste: 7= FimXe) = Ga =)o ~N(0; 1).

of L 03
n, Ny

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como a estatistica de teste ¢ a mesma da alinea anterior, z,,s = —1,0896.
Pela tabela z;_4 = Zg g9 = 2,326. Logo, R. A.: |—o0; 2,326 e R.R.:[2,326; +oo[.

Como z,ps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja superior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) pg < pp?

HipéteseS: Ho: ﬂl 2 ﬂz vs Hl: ﬂl < ﬂz

© Hy: py — Uy =2 0vs Hy: pq — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

X, —X,)— (uy —
Estatistica de teste: Z = (_1 2) (U1 — H2)0

isti ot , of
Estatistica de Teste: R
1 2

~N(0;1). I

Decisao (pela regiao de rejeicao):
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —1,0896.

Pelatabela z;_, = zy 99 = 2,326.L0go, R. A.:]—2,326;+[ e R.R.:]—o0; —2,326].

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja inferior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (b) (i) e (ii): Teste de Hipdteses para
I, - P, (Variancias Conhecidas)

b) valor p = P(Rejeitar Hy|H, é verdadeira) = P(Z,ps € R.R. |u = 1)
i) valorp =2 xP(Z > |zepsl) = 2% P(Z = 1,0896) = 2 x (1 — (1,0896))

Decisao (pela valor-p): =2x(1-0,8621) = 0,2758.

A hipdtese Hy: u; = U, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 27,58%, logo ndao
¢ rejeitada para qualquer nivel de significancia usual em investigagao: nao existe evidéncia estatistica
de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja diferente do das
criangas alimentadas segundo o esquema B.

ii) valorp = P(Z > z,,5) = P(Z > —1,0896) = 1 — ®(—1,0896)

Decisdo (pela valor-p): =1—(1-®(1,0896)) = ®(1,0896) = 0,8621.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em Hy pu, e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — x, = 3,3367 — 3,6857 > 0 da uma proposicao falsa. Logo,

0,2758

valor pyni =1 — = 0,8621.

A hipétese Hy: u, < u, € rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 86,21%. Assim,
nao existe evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o
esquema A seja superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (b) (iii): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Conhecidas)

Decisao (pela valor-p):

iii) valor p = P(Z < zyps) = P(Z < —1,0896) = ©(—1,0896) = 1 — ¢(1,0896)
=1-10,8621 =0,1379.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; y; e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — X, = 3,3367 — 3,6857 > 0 da uma proposi¢ao verdadeira. Logo,

0,2758

valor pyni = = 0,1379.

Ahipotese Hy: uy > u, € rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 13,79%: ndo existe
evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o esquema A
seja inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Testes de Hipoteses para g, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)
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Um determinado método de andlise permite determinar o conteido de enxofre no petrdleo bruto. Os
ensaios efectuados em 10 e 8 amostras aleatérias de 1 kg de petréleo bruto, provenientes de furos
pertencentes respectivamente aos campos A e B, revelaram os seguintes resultados (em gramas):

Campo A: 111 114 105 112 107 109 112 110 110 106
Campo B: 109 103 101 105 106 108 110 104

a) Ao nivel de significancia de 10%, poderd afirmar que, em média, quantidade de enxofre por |
quilograma de petréleo do campo A é:
i. lgual a docampo B?
ii. Superior a do campo B?
iii. Inferior a do campo B?
b) Calcule o valor p associado a cada um dos testes anteriores.
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Sejam:
* X, av.a. que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A,
= X, av.a. que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo B.
Nada é referido sobre a distribuicdo de X; e X,.

n, = 10, x; =109,6 e s, =2875,
n, =8, x, = 10575 e s, = 3,105.

a) a =10%.
i) gy = py? Hipoteses:

Ho: py = pp s Hyt g # o
© Hy: pq — pp = 0 vs Hy: py — pp # 0 (teste bilateral).

Para saber decidir qual a estatistica de teste a utilizar, é preciso validar os pressupostos subjacentes:
* Normalidade:
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

* lgualdade das variancias:

O 1. C.a90% para :—; é dado por:

St 1 ¥
— g ol
522 Fn a 5'22 n,-1n;-1;1->

—1;n2—1;1—E

Ver Tabela no Slide a seguir

Substituindo os valores, sendo Fy. 7,095 = 3,68 € F7. 9.0 95*= 3,29, obtém-se:

2875 1 2875
3,1057 3,68’ 3,1057

Como 1 pertence ao intervalo obtido, ao nivel de significancia de 10% ndo ha evidéncias de que
o seja diferente de g2. Portanto, pode-se considerar que o2 = g2.

X 3,29[ =10,2332;2,8230].
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F

mn.g *

Calculo do Quantil da Distribui¢ao F-Snedecor de Probabilidade
1-a/2ecomnlen2gl’s

P(X>F,

)=¢

095 = 3,68 e F;.9005 = 3,29

)'")£
' ' u
m - gral¥ de liberdade do numerador
g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 /6 120 0
1| .100 39.86 49.50 53.59 5583 57.24 5820 5891 59.44 59.86 60.19 60.71 61.22 61.74 62.00 62.26 62.79 63.06 63.33
050 161.45 19950  215.71 22458 230.16 23399 23677 23888 24054 241.88 24300 24595 248.02 249.05 250.10 25220 25325 25432
025 | 64779 79948  864.15  899.60 921.83  937.11 94820 95664 96328 96863 97672 98487 99308 99727 1001.40 1009.79 1014.04 101826
010 | 4052.18 499934 540353 562426 576396 585895 592833 508095 602240 605593 610668 615697 620866 623427 6260.35 631297 633951 636559
2] .100 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 933 935 937 938 9.39 9.41 942 9.44 9.45 9.47 9.47 9.48 9.49
050 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.47 19.48 19.49 19.50
025 3851 39.00 39.17 3925 3930 3933 3936 3937 3939 3940 3941 3943 3945 . 3947 3948 3949 3950
010 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 9938 99.39 99.40 99.42 99.43 9945 99.. 99.47 99 .48 99 48 99.49 99.50
3] .100 5.54 5.46 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 518 517 516 515 514 513
050 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 894 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 853
025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 1442 1434 1425 14.12 14.08 14.04 13.99 13.95 13.90
= 010 34.12 3082 29.46 28.71 2824 2791 27.67 2749 2734 2723 27.05 26.87 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13
ﬁ 41 .100 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 398 395 394 392 390 387 384 383 382 3.80 379 3.78 376
E 050 771 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 596 591 5 5.80 577 5.75 572 5.69 5.66 5.63
S 025 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 875 66 8.56 851 8.46 841 836 831 826
_5 010 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 1521 1498 1480 14.66 1455 1437 1420 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 1346
S| s| .10 4.06 3.78 3.62 3.52 345 340 337 334 332 330 324 321 3.19 317 316 3.14 312 311
5 050 6.61 5.79 541 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 462 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 437
3 025 10.01 843 1.76 739 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 643 633 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02
2 010 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10 9.72 9.55 9.47 938 9.29 9.20 9.11 9.02
3 6] .100 3.78 3.46 3.29 318 311 3.05 3.01 298 296 ﬁ.g-i 290 287 284 282 2.80 278 2.76 2.74 272
% 050 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 428 421 4.15 4.10 4.06 4.00 394 387 384 381 3 374 370 367
g 025 881 726 6.60 6.23 5.99 582 570 5.60 552 546 537 527 5.17 5.12 5.07 5.01 4.96 4.90 4.85
| 010 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 826 8.10 798 7.87 772 756 740 7.31 723 7.14 7.06 6.97 6.88
=
71 100 3.59 3.26 3.07 296 288 283 278 275 270 2.67 263 259 258 2.56 254 2.51 249 247
050 5.59 4.74 435 4.12 397 387 379 373 364 357 351 344 341 338 334 330 327 323
025 8.07 6.54 5.89 5.52 529 512 499 490 476 467 457 447 441 436 431 425 4.20 4.14
010 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 631 6.16 6.07 599 591 582 574 5.65
8] .100 3.46 311 292 2381 273 267 262 259 2.56 254 2.50 246 242 2.40 238 2.36 234 232 229
050 532 4.46 4.07 384 3.69 358 3.50 344 339 335 328 322 315 312 3.08 3.04 3.01 297 293
025 7.57 6.06 542 5.05 482 4.65 453 443 436 430 420 410 4.00 395 389 384 378 373 367
11.26 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 552 5.03 4.95 4.86
. 336 281 2.69 261 255 247 234 » 221 218 216
050 512 4.26 386 3.63 348 337 323 318 314 307 301 294 2.90 2.86 283 279 275 271
721 571 5.08 4.72 4.48 432 4.10 4.03 396 387 377 367 361 3.56 351 345 3.39 333
10.56 6.99 6.42 6.06 580 547 496 448 4.40 431




Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Desconhecidas e Iguais)

Deste modo, a estatistica de teste a usar é:

@1 _Yz) = (11 — H2)o

’ e T = ~ tn1+n2_2=10+8_2=16'
Estatistica de Teste: J(nl —DS?+ (= DS} [T, 1
ny no

ng+n, —2

(109,6 — 105,75) — 0

t =
obs J(m —1)2,875 + (8— 1)3,105 J 1.1
T0+8-2 08

= 2,7255.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela tﬂ.1+ﬂ.2—2‘ 1= = tlﬁ; 095 — 1,746
’ z
Logo, R. A.:]—1,746; 1,746[ e R.R.:]—o0; —1,746] U [1,746; +col.

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A é diferente da do
campo B.
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Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

WY XAl Hipoteses:

Ho:py < pp vs Hatpg > iy
< Hy: g — pp < 0ws Hy: pg — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

@1 - Ez) — (U1 — U2)o

T = ~ ln,+n,-2=10+8-2=16-

Estatistica de Teste: (1 — DSZ + (n, — 1)SZ 1 1
N

n,+n, —2

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,s = 2,7255.

Pela tabela t‘ﬂ.1+nz—2; 1—a — t16;0,90 = 1,337.
Logo, R.A.:]—oo; 1,337[e R.R.: [1,337; 4o0|.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A é superior a do
campo B.
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Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

i) 1y < pp? Hipoteses:

Hy:py = pp vs Hy: g <
© Hy:pq — dp = 0vs Hy: g — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

Estatistica de teste:

@1 _?2) = (11 — H2)o

T = \] ~ tn1+n2—2=10+8—2=16'

Estatistica de Teste:

(ny, — 1)512 + (n, — 1)S§ l+ l
nq + Ny — 2 ny Ny

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,s = 2,7255.

Pelatabelaty in,-2;1-a = ti6;0,90 = 1.337. S "™ S
Logo, R.A.:1-1,337; +oo[ e R.R.:]—o0; —1,337]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,ps € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A seja
inferior a do campo B.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Iguais)

b) valor p = P(Rejeitar Ho|H, é verdadeira) = P(Zyps € R R. |1 = o). Decisao (pe[a valor-p):

i) valor p =2 x P(T = |tops]) = 2 x P(T >2,7255) = 2 x (1 — P(T < 2,7255))
=2x(1-0,9925) = 0,015.

A hipotese Hy: py = p é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 1,5%. Logo, para
um nivel de significancia de 5% existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A é diferente
do campo B, mas para 1% essa afirmacdo ja ndo pode ser sustentada. Repare-se que o valor p
calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS anteriormente apresentado.

valorp = P(T = t,ps) = P(T = 2,7255) =1 — P(T < 2,7255) = 1 - 0,9925 = 0,0075.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, y; e p, porX; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposigdo verdadeira. Logo,

0,015
valor-pyni = — = 0,0075.

=

A hipdtese Hy: uy < u, € rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 0,75%. Assim,
para qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que o teor médio de
enxofre no campo A é superior ao do campo B.

iii) valor p = P(T < t,ps) = P(T < 2,7255) = 0,9925.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em Hy u, e p, porx; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposi¢do falsa. Logo,

0,015
valorp,; =1— ——= 0,9925.

A hipdtese Hy: 1y = u, é rejeitada para niveis de significdncia superiores ou iguais a 99,25. Assim,
existe ndo existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A seja inferior ao do campo B.
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Testes de Hipoteses para 1, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)
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Para um estudo sobre a caracterizacdo da altura da populagdo portuguesa, foi recolhida uma amostra de
1861 pessoas, com as seguintes caracteristicas: (conjunto de dados semelhante ao disponibilizado no
Capitulo 12, mas com uma amostra de maior dimensao):

Group Statistics
Sexo N Mean Std. Deviation
Altura Masculino 853 168,46 7,617
Feminino 1007 158,48 6,652

Supondo a Normalidade das distribui¢des e assumindo que as variancias populacionais sdo desconhecidas e
diferentes, verifique se se pode considerar que as alturas médias dos homens e das mulheres sdo iguais, com
95% de confianga.
a) Suspeita que em média a altura dos homens ndo é igual a das mulheres. Teste esta hipdtese ao nivel
de significancia de 5%.
b) Calcule o valor p associado ao teste da alinea anterior.
c) Teste a hipotese de a média da altura dos homens ser superior a das mulheres, ao nivel de
significancia de 0,5%?
d) Determine o valor p associado ao teste anterior.
e) Ao nivel de significancia de 2,5%, pode-se afirmar que em média a altura dos homens é superior a
das mulheres?
f) A partir de que nivel de significancia é rejeitada a hipdtese do teste anterior?
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Exercicio (a): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Sejam:
= X; av.a. que representa a altura dos homens,
= X, av.a. que representa a altura das mulheres,
comX; ~N(uy =?; 0, =?) e X, ~ N(ip = ?; 6, =7), mas af # o%.

n, =853, x; =16846 e s, =7,617,
n, = 1007, x, = 158,48 e s, =6,652.

. o a) a=>5%, uy * u,?
L]
Hipoteses: Hot iy = vsHa: iy # iy
& Hy: py — 1z = 0ws Hy: py — pp # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

2
63

, - ()_(1 - Ez) — (4 — Hz2)g - [ ng Ny
E iIstica de Teste: r= ~ ty, onde v = oz |
S . o) (@)

(168,46 — 158,48) — 0

tabs = = 29,816.
7617% 6,652
853+ 1007
(7,6172 ths,e.szz)2
v= 853~ 1007 = [1705,6] = 1705.

1 (re172)? 1 (6,6522)°
853—1(853)+1007—1(1007) e e e
Pele tabela t, ,_« = L7007 = 196 Decisao (pela regiao de rejeicao):

Logo, R.A.:1-1,96; 1,96[ e R.R.:]—o0; —1,96] U [1,96; +co|.

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significincia de 5%, existe evidéncia estatistica de
existe diferenga significativa entre as médias das alturas dos homens e das mulheres.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

b) valorp = 2 X P(T = |typsl) =2 X P(T = 29,816) = 2 X (1 —P(T< 29,816))
~2x(1-1)=0.

Logo, aos niveis usuais de significancia existe evidéncia de que a média das alturas dos homens difere das
mulheres. Repare-se que o valor p calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS
anteriormente apresentado.
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Exercicio (c): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

c) a=05%, u; > uy?

Ho: py < pp vs Hy: iy >
© Hy:pqg — Uy < 0ws Hy: pg — pp > 0 (teste unilateral direito).
Estatistica de teste:

sz, s’
> (1?1_?2)_(#1_#2)0 ° (n_1+n_2)
Estatistica de Teste: [ ~ ty, onde v = 52 |
52 82 1 (5_1) +1 (S_z)
ﬁ+é n, — 1\n, n, —1\n,

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,s = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela tv; 1-a — t1705;0.995 = 2,576 R e e :
Logo, R. A.:]—o0; 2,576[ e R.R.: [2,576; +o]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como typs € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 0,5%, existe evidéncia estatistica de
gue, em média, os homens sdo mais altos do que as mulheres.
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Exercicio (d): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

d) valorp = P(T = t,ps) =P(T 229816)=1—P(T<29816)=~1-1=0
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, u; e u, por x; € X,
respectivamente, X; — X, = 168,46 — 158,48 > 0 d4 uma proposi¢do verdadeira. Logo,

valor pyni = 5= 0.

A hipétese Hy: puq < 1, € rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 0. Assim, para

qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que em média os homens sdo
mais altos do que as mulheres.
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Exercicio (e): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Ho:py 2 pp vs Hy: iy <
© Hy: pq — Uy = 0vs Hy: g — 4y < 0 (teste unilateral esquerdo).

e) a=2,5%, uy < puy?

Estatistica de teste:
2
G2

’ e ?1_?2 — (U —H2)0 - n n
Estatistica de Teste: RS ( ) ~t,, onde v = ’ Lz

2 Z |
2 ¢2 St 1 5_22)
S_1+S_2 n1_1(n_1) +n2—1(n2

ng Ny
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,; = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela tv; 1—a — t1705;0.975 = 1,96.
Logo, R.A.:]-1,96; +[ e R.R.:]—o; —1,96].

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,ps € R.A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significadncia de 2,5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a altura dos homens seja inferior a das mulheres.
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Exercicio (f): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

f) valorp = P(T < t,ps) = P(T <£29,816) = 1.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; p; € i, por x; € X,
respectivamente, X; —x, = 168,46 — 158,48 > 0 da uma proposicao falsa. Logo,
0

valorp,,; ® 1 — 7= 1.

A hipétese Hy: pq = U, € rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 1. Assim, para qualquer
nivel de significdncia sensato/usual (< 10%) ndo existe evidéncia de que em média a altura dos homens seja
inferior a das mulheres.
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Testes de Hipoteses para s, - 1,

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Emparelhadas)
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Hipoteses do Teste de Hipoteses para p, - b,
(Amostras Emparelhadas)

Considere-se agora o caso em que as duas amostras formam um par de observagdes (X;;; Xo;), i =1, ..,n,
ou seja, trata-se de uma amostra emparelhada. Os pares de observagdes sdo independentes e retirados de
populagdes Normais, com médias p, e i, e desvios padrdo g, e d,, respectivamente. Neste caso, para testar
a igualdade entre as médias populacionais, as hipéteses a formular sdo:

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipéteses a testar: Hipbteses a testar: Hipéteses a testar:
Hotpy = pia vs Hyt gy # iy Hotpy S pp vs Hytpy > iy Hotpy = pp vs Hytpy < pip
= Ho:ptg —p =0vs S Hppy —ip <0vs S Hopipy —p2 2 0vs
Hytpy —pp #0 Hypg —p; >0 Hyipy —up <0

Para realizar o teste pretendido calcular:
= Di=Xy—Xy i=1,.m

=1 i=1 i=1
. 2o S (D; — D)? Ou seja, esta-se perante um teste de hipdteses para a média no caso em que a populagdo segue uma
n-1 "~ distribuigdo Normal da qual se desconhece a sua varidncia. Esta situacdo ja foi descrita nos capitulos

anteriores (sec¢do 8.3.2).
|

Desta forma, as hipdteses a testar podem escritas da seguinte forma:

Hipéteses a testar:
Ho:pp =0vsHy:ipp #0

Hipéteses a testar:
Hyipp <0vsHyipp >0

Hipdteses a testar:
Hoipp 2 0vs Hyipup <0
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Um professor de estatistica seleccionou aleatoriamente um grupo de 10 alunos, aprovados na disciplina pelo
regime de frequéncias, tendo registado as suas notas nas frequéncias:

Aluno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10

Ao nivel de significancia de 5% pode afirmar que as notas médias dos alunos na 12 frequéncia sdo superiores
as obtidas na 22 frequéncia? Assuma a Normalidade das notas.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Sejam:
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 12 frequéncia,
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 22 frequéncia,
comX; ~N(u, =?;0,=?)eX, ~N(uy, =7?;0, =7).

Hipoteses:
106>

Ho:py < pp v$-Hy: py > iy
S Ho:ipg — U S0vs.Hyt g — U >0
como as amostras sao emparelhadas
© Hy:pp < 0vs.Hy: pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

200 D —
Estatistica de Teste: T = SDH %ty

Vn

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Aluno (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. (x4;) 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. (xy;) 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10
di = X1 — Xo; 1 -1 -3 -2 0 1 -2 1 -2 0

n=10; d=-0,7 e sz = 1,4944.
—0,7 -0
tobs = ~T 2924

V10
Pelatabela t;—1.1-4 = to. 095 = 1,833. Logo, R.A.:]—0; 1,833[ e R.R.:[1,833; +oo|.

= —1,481.

Como t,ps € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia estatistica
de que as notas médias obtidas pelos alunos na 12 frequéncia sejam superiores as da 22 frequéncia.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Teste de Hipoteses para p: Formulario

Populaciao de Bernoulli I
Proporgao X_9 = Y-0 « I
s Y 7 ik Estimador do
. Parametro p
n

Diferenca de proporgdes

‘?1 _‘?2 _(BI _92) :"N(Ol)

Teste de Hipoteses

\,.1— ) 6,(1-6,) X-%) , X,0-X,)
/ m n m n
Igualdade de proporgdes #I—Xz (0,-6,) « o Ondeé_m)_(ﬁnfg_

m+n

[T D

v

?:N(O,l)

Intervalo de Confianca
] . f(l 5 Jp(l




Exercicio:
Considere-se uma amostra correspondente a 699 portugueses,

sendo 205 fumadores.
Realize um Teste de Hipoteses para testar se a percentagem de
fumadores portugueses é diferente de 40% para o nivel de

significancia a = 1%.




Tipos de Testes de Hipoteses para uma Proporgao Populacional

Um teste de hipoteses paramétrico para o parametro p (proporcao
populacional) pode ser:

. HO: P =Po RR:] =%, -Zl-(X,/Z]U[Zl-OL/Z; Foo
Bilateral H . p#p,
_ Zyi="Z1 a2
4 3 direita Mo P=Po
H,:p>
Teste PP
Unilateral
Ho: P 2 pg
> RR =]-x; z
aesquerda [
Za:-Zl_

onde p, é o valor numérico especifico consideradoem HyeH;  «

60



Nota: Senx p >=5en xq =5 (corresponde a n grande), entdo a
distribuicdo da estatistica de teste é aproximadamente normal pelo
Teorema de Limite Central (TLC).

Teste de Hipoteses para uma Proporcao Populacional

__________________

Hipd ' .
Hipoteses i Teste bilateral 1
Hy: p=0,4 versus Hy: p #0,4 [y ikl kel deiele
Dados:
P _p, e n=699>30
Estatistica de teste — =% ~ N(o1) p'=205/699
Po9o P, = 0,40
n do,=0,60 .
Tabela da Distribui¢ap Normal
l a=0,01
Valor observado da estatistica de teste (VOE) z,=z,,Y=-5,775 Zy 42 = Zgg95 = 2,576

Regido de rejeicdo ou critica:
Regra: z, € RR = Rejeita-se H, RR =] -o0; '20,995]U[ZO,995; +oo[ =] -00; -2, 576]U[2,576; +oo[

\ Decisdo /
Pela regiao de rejeigao: z,=-5,775 € RR=]-o0;-2,576]U[2,576; +o[

Pelo valor-p: Valor-p = 2xP(Z = |-5,775|) = 2x[1- P(Z<5 775)] ~ 2x(1-0,0005) = 0,001 < 0,01

/ Rejeita-se H, para o = 1%. Existe evidéncia estatistica para afirmar que, para «=1%, a proporgdo de
individuos na pop. com a caracteristica em estudo é diferente de 40%.

Tabela da Distribuigao Normal

Regra: Valor-p < a. = Rejeita-se H,




he }
Regido de rejeicioOtrsritica:

RR =] -%0; -2, ggs] ([zo,ggs; oo[ = ] -00; -2,5758]U[2,5758; +o9[

Calculo do Quantil da Distribuicao Normal Padrao de
Probabilidade «

A Nivel de significancia (a=0,01)
Areatotal éigualal
1-0/2=0,995 1-0/2=1-0,01/2=0,995

| sl

ou
1-a/2=0,99+0,005=0,995

2.6

Z0,008.=Z0,995 = ~2,98 Z( 995 = 2,58
z 00 01 .02 03 04 .05 06 07 \‘ .08 09
9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 |( 9951)| 9952
9953 | 9955 | 9956 | 9957 | 9950 | 9960 | 9961 | 9962 | 9964
27 | 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9960 | 9970 | 9971 | 9972 | 9973 | 9974
28 | 9974 | 9975 | 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9979 | 9980 | 991
29 | 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986




Teste bilateral: valor-p=P(Z<-z,0uZ=>z,) = P(Z<-z,) + P(Z=z,) =2xP(Z = |z

Calculo do Valor-p quando a Estatistica de Teste tem
Distribuicao Normal Padrao

P(Z <5,775) ~ 0,999
é a area assinalada a azul

Areatotal éigualal

P(Z <-5,775) = 1-P(Z < 5,775) = P(Z > 5,775) ~ 0,001

|
_ I
|
y
r |
|
|
|
|
|
|
|
1
2, P(Z>z)=¢: 2, P(|Z]|>z,,)=¢. !
—' 0
€ 0005 0010 0050 L0100 0200 0250 0500 1000 .2000 3000 4000
Ig \ 3.290 3.090 2.576 2.326 2.054 1.960 1.645 1.282 842 524 253
23/2 \HM 3.290 2.807 2.576 2326 2241 1.960 1.645 1.282 1.036 842
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Teste de Hipoteses para p, - p,: Formulario

Populacio de Bernoulli

Proporgao

X-0 =

~N(O.D)
0(1-06)

n

Diferenca de proporgdes

‘YI_‘YZ_(BI_SZ) ¢

~N(0,I)
Jau—@)+@u—6»

m n

Igualdade de proporgdes

Teste de Hipoteses ‘
—

f1 _fz -(6,-6,) «

~N(0,]) onde 6=
‘/[i+l}é(1—é)
m n

mX, +nX,

m+n

Intervalo de Confianca

El_ﬁz) =L —D2)o -

P (1-P) (5 )

L

~ N(0;1), onde P =

| por:

Portanto, quando as amostras sdo grandes, o I. C. para p; — p2z com 100(1 — @)% de confianga é dado

n+n,

[P.(1-7) SR o

Pl - Pz - 21—%

ny nz ny Ny

By br e Jpl(l -7 Pu(1-F)|
2




Teste de Hipoteses para p, - p,

Considere duas populacdes Bernoulli, com parametros p; e p, das quais se extrairam aleatoriamente duas
amostras independentes de grande dimensdo n; e n,, respectivamente. Pretende-se realizar um teste de
hipéteses para comparar as duas propor¢des amostrais p, e p, i. €., para a diferenga de propor¢des p; — p,.
Para este teste sabe-se que

@1 - I_)z) — (1 — P2)o

B Jpl(l —p1) , p2(-p2)
ny ny

~ N(0; 1),

onde (p; — p;), representa o valor que se assume para p; — p, em H,,.

A expressdo apresentada no denominador ndo é conhecida, apenas se conhecendo o valor da diferenca
(p1 — p2) sob Hy. Como habitualmente este teste é realizado considerando p; —p, = 0, ouseja, p; = p, =
p, € como esta proporg¢do € desconhecida é substituida pelo seu estimador consistente. Desta forma, a
estatistica de teste a utilizar é:

7 = (ﬁl_ﬁZ)_(pl_pZ)ﬂ :N(O'l) ondeﬁ* =n1§1 +n2ﬁ2
— — 1 1 ' ! n1+n2 :
P(1-P) (55,




Realizou-se um estudo em duas cidades, A e B, sobre a percentagem de homens que viam o telejornal todos
os dias. Na cidade A inquiriram-se aleatoriamente 150 homens tendo 54 afirmado que viam o telejornal todos
os dias ao passo que na cidade B dos 200 inquiridos 80 fizeram tal afirmacao.
a) Ao nivel de significancia de 5%, sera de admitir que a proporg¢ao de homens que vé o telejornal todos
os dias é:
i. Diferente nas duas cidades?
ii. Inferior na cidade B?
iii. Superior na cidade B?
b) Para cada um dos testes anteriores calcule o nivel de significincia a partir do qual rejeita a hipétese
nula.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p,

Sejam:
= X,;av.a.que designa se o i-ésimo homem, da cidade A, afirmou ver o telejornal, i = 1, ..., n,,
= X,;av.a.que designa se o i-ésimo homem, da cidade B, afirmou ver o telejornal, i = 1, ..., n,,
* P, av.a.que representa a propor¢do de homens, da cidade A, que afirmaram ver o telejornal, em n;
homens,

= P, av.a.que representa a propor¢do de homens, da cidade B, que afirmaram ver o telejornal, em n,

homens.

— 54 _ 80
n, = 150; Py =ﬁ = 0,36; Ny = 200 e p, =% = 0/4.

a) a =5%.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p,

i) P #Fp2?

. 2 . Hy:py = p, vs.Hy:py # Py
HIPOteses' & Hy: py —p2 = 0vs Hy: py — py # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

_ (1_31 _ﬁz) — (@1 —1P2)o - ) = n, Py +n,P,

Estatistica de Teste: [k (L. 1 N(0:1), onde P =—— 2 —
J (1- )(n_l +n_2)

- _MmPytnab, | 150X 036 +200 x 0.4

n; +n, 150 + 200
Zobs = =—0,7619.

J0,3829(1 —0,3829) (ﬁ + 2%.0)

=0,3829,

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)

Pela tabela Zl_g = 20,975 = 1,96.
2
Logo, R.A.:]—1,96; 1,96[ e R.R.:]—o0; —1,96] U [1,96; + 0.
Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia

estatistica de que a propor¢do de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias é
significativamente diferente nas duas cidades.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,

i) p1 > p2?

Hip()tGSES: Hy:p, <p, vs.Hy:py >,

© Hy:py —p2 < 0vs Hy: pp — py > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

(Pl Pz) (pl P2)o o n1§1+nzﬁz

I : ~N(0; 1), ondeP =
Estatistica de Teste: \IP (1 7 ) ) n, +n,

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —0,7619.
Pela tabela z;_, = zy 95 = 1,645. Logo, R. A.:|—o0; 1,645[ e R.R.:[1,645; +oo|.

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia
estatlstlca de que a propor;ao de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias seja

ProbabillidadesEstatiética 2019 (uévora.pt)
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Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,

i) p1 < p2?
° L
MU Hoipy > po vs.Hyipy <2

© Hy:py —p2 = 0vs Hy: p; — p2 < 0 (teste unilateral esquerdo).

Estatistica de teste:
_(P1_P2)—(p1_pz)o o nyPy +nyP,

Estatistica de Teste: [ e e L GRS e
JP (1-P )(n—1+n—2)

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —0,7619.

Pela tabela z;_, = Zg g5 = 1,645.Logo, R.A.:]—1,645;+[ e R.R.:]—o0; —1,645].

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidénci:
estatistica de que a propor¢dao de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias sej
sienificati ) .

ProbabillidadesEstatiética 2019 (uévora.pt)
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,

b) i) valorp =2 X P(Z = |zopsl) = 2 X P(Z = 0,7619) = 2 x (1 — (0,7619)) e :
2% (1 0.7769) = 04461, Decisao (pela valor-p):

A hipotese Hy: p; — p, = 0 érejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 44,61%, logo
ndo existe evidéncia de que as propor¢des sejam diferentes, para qualquer nivel se significincia usual
(1%, 5%, 10%).

ii) valorp = P(Z = zys) = P(Z = -0,7619) = 1 — &(-0,7619) = &(0,7619) = 0,7769.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; p; e p, por 51 e
p,, respectivamente, p, —p, = 0,36 — 0,4 < 0 d4 uma proposicdo falsa. Logo,

0,4461

valor pypi =1 — =0,7769.

A hipétese Hy: p; — p2 < 0 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 77,69%. logo
nao existe evidéncia de que a proporgdo na cidade A seja superior a verificada na cidade B.

i) valorp = P(Z < z,p) = P(Z < —0,7619) = ®(—0,7619) = 1 — ©(0,7619)
=1-0,7769 = 0,2231.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, p, e p, porp, e
p,, respectivamente, p, —p, = 0,36 — 0,4 < 0 dd uma proposi¢do verdadeira. Logo,
0,4461

valor pyni = =0,2231. ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)

A hipétese Hy: p; — p2 = 0 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 22,31%, logo
ndo existe evidéncia de que a propor¢do na cidade A seja inferior a verificada na cidade B.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Teste de Hipoteses para ¢2: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

2
Sy o

LAY
- S22 = Y (Xi-X)
. ~ N(0,1) 2~ tn-1) n-1.5
M
édia O'/\/_ S/»\/_
X -X,)- - — X)) - - a
(X, 22) (JU; #Z)NN(OJ) Z:(Xl Xz) (Jul ﬂz)mr(v)
of o5 N
Diferenga de médias m n m n
L onde V ¢ o maior inteiro contido em 7,
— — — 2
X, X, —(uy —wy) S,'z S;z
1,1 o n
_ m n - _ r= 2
T= = — t(m+n-2) 1 5;2 1 S;Z
\/(m—l)S. +(n=1)S$; L "
m-=1| m n—=1{ n
m+n—2
§* (n-1HS?*
Variéncia o2 = T~ (=1
S o
Relagdo de variancias __2”“F(m_l n—1)




Exercicio:

Considere-se uma amostra de dimensao n =9 e variancia s? = 100.
Realize um Teste de Hipdteses para testar se o desvio padrdo
populacional é superior a 4 para o nivel de significancia a = 1%.




Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

X e A, GZ) W= 9 N Loo

e I R P A
Qesse W - T>Y

Slides Professora Claudia Nunes



Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

3(‘nfl}sz )
o2 Awm-p

| 2 . ¢
v. JAne€ T 7(59 n K : Wé)

G'z. (5’) 4]
Q;,{;So?-. -QST- T.e‘a'l_e To: g 52.
16
vedon Gbswud 6, - ‘3”‘[ 2""’ - S

Slides Professora Clatdia Nunes



Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

Decisao (pela regiao de rejeicao):

.ol Regido de rejeicao RR =[20,09; +oo[

0.99

Decisao:
Co~o €= so>20.09, 2-3° I Clece St Rejeita-se HO para a = 1%.
nye Tecke P Sz “e. Existe evidéncia estatistica para afirmar

que o desvio padrdo populacional é
superior a 4 para a = 1%.

Slides Professora Claudia Nunes



Calculo dos Quantis da Distribui¢ao Qui-Quadrado
de Probabilidade 1-a e com n-1g.l."s

Nivel de confianca (1-a=0,99)

, . lepe Al
Nivel de significancia (a=0,01) i
4 ’ .
Areatotaléigualal 2
O nivel de significancia € o = 0,01
™
[=]
Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuicéo
Qui-Quadrado de probabilidade 1-a = 0,99 _
— =1
%%0,00:8 = 20,09 (ver tabela)
2 2 ' s 1
[=]
Ine P(X>ne)=¢€
£ 995 990 975 950 900 050 025 010 005 001
n
1 .000 000 001 004 016 J102 455 1.323 2.706 3841 5024  6.635 7.879 10827
2 010 020 051 103 211 575 138 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1.213 2366 4108 6251 78IS 9348 11345 12838 16.266
4 207 297 484 L 1.064 1.923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1.145 1.610 2675 4351 6.626 9236 11070 12832 15086 16.750 20515
6 .676 872 1.237 1.635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 185 457
7 989 1.239 1.690 2167 2833 4255 6346 9.037 12017 14067 16013 2 278 24321
1.344 1.647 2180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17.535 ‘e:) 21955 26.124
9 1.735 2088 2700 3325 4168 5899 8343 11389 14684 16919 19023 ™Nuae€ 23589 27877
10 20483 23209 25188 29.588




Calculo do Valor-p quando a Estatistica de

Teste tem Distribuicao Qui-Quadrado

Decisao (pelo valor-p):

valor-p = P(X2=50) ~ P(X?=26,124) = 0,001
(ver a tabela)

Area total é igual a 1

Decisao:
Rejeita-se HO para a = 1%,
pois valor-p ~ 0,001 <0,01.

04
I

P(X2<5 )/ 0,999

Existe evidéncia estatistica
para afirmar que o desvio
padrdo populacional é
superior a4 paraa = 1%.

I

Valor-p = P(X? 2 50) ~ 0,001

2 2 =
z,,_g‘P(X;-zm):g' a
995 990 975 950 ] . . 100 050 025 010 005 2001
n
1 .000 000 001 .004 0lé6 102 455 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.827
2 010 020 051 .103 211 575 1.386 2773 4.605 5.991 7.378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1.213 2.366 4.108 6.251 7.815 9348 11.345 12838 16.266
4 207 297 484 11 1.064 1.923 3357 5385 7.779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1.145 1610 2.675 4351 6.626 9236 11070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1.237 1.635 2204 3455 5348 7841 10.645 12592 14449 16812 18548 22457
7 J989 1.239 1.690 2.167 2833 4.255 6.346 9.037 12017 14.067 16.013 18475 20278
1.344 1.647 2,180 2733 3.490 5.071 7.344 10219 13362 15507 17.535 20.090 21.955 @
9 3325 4 168 5.899 8343 11389 19.023  21.666 B
10 3940 4 865 6.737 12.549 20483 23209
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Teste de Hipoteses para ¢,2/6,%: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Variancia corrigida
2

2
Sy o

1 n
- ~ N(0,]) 2~ tn-1) 2 = — Y (X-X
Média J/\/— S/J_ S n_lg[ i—X)
X -X,)- - -X.)— - a
(X, 22) (JU; #Z)NN(OJ) Z:(Xl Xz) (Jul ﬂz)mr(v)
o, o S LS
Diferenga de médias m n m n
L onde V ¢ o maior inteiro contido em 7,
- - - 2
X, X, —(uy —wy) S,'z S;z
1,1 m n
= m_n ~ _ r= ) 2
T= = — t(m+n-2) 1 5;2 1 S;Z
\/(m—l)S. +(n=1)S$; L "
m-=1| m n=1\ n
m+n-2
§* (n-1HS?*
Variéncia o = T~ (=1
S? o
Relagdo de variancias __2”“F(m_l n—1)




Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Considere que duas populagdes Normais, com médias y, e i, e desvios padrdo g; e g,, das quais se extrairam
aleatoriamente duas amostras independentes com dimensdo n; e n,, respectivamente. Pretende-se realizar
um teste de hipéteses para comparar as variancias populacionais o e g%, i. e., para o quociente de variancias
(0% /0%). A estatistica de teste a utilizar é:

St (03
F==|=%) ~F-1n-1
at/,

onde (6% /0#), representa o valor que se assume para (¢Z/0Z) em H,,.

_522




Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Nesta secgdo considera-se apenas a situagdo em que (67 /%), = 1, 0 que equivale a comparar a igualdade
das variancias populacionais.

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipdteses a testar: Hipoteses a testar: Hipoteses a testar:
Hyol =cd}vsHyol #0f & | Hypal<oivsiof >07 e | Hypal=dlvsHyal <al &
2 2 2 2 2 2
o [z o o of o
Hoy:—5=1vsHy: = # 1 Hy: =5 <1vsHy:—5>1 Hy:—=1vsHy:—<1
a3 03 a3 03 ) 03
Regides criticas: Regides criticas: Regides criticas:
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Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatdrios de criangas seguiram esquemas de alimentagdo
diferentes: o grupo 1 seguiu 0 esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se 0s ganhos em peso, em kg, dessas criangas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7

Grupo 2 11 4,5 3,6 2,7 3,6 3,2 11

Sabe-se que as criangas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribui¢des dos pesos seguem a distribuigdo Normal.
a) Com base num teste de hipoteses, ao nivel de significancia de 5%, pode concluir que a variabilidade
€ igual nos dois grupos?
b) Sem efectuar célculos diga, justificando, qual a decisdo que tomava no dmbito da alinea b), se
considerasse um nivel de significdncia de 1%?
c) Para o teste da alinea a) calcule o respectivo valor p e interprete.
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Exercicio (a)

Sejam:
= X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema A,
= X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,
ComX; ~N(uy =?;0, =?)eX, ~N(u =7?; 0, =7).

=9 X =33667 e sZ=04150,
n,=7, X, =23,6857 e s%=0,3714

a) @ = 5%, of = g2?

Hy: 0f = 0% vs Hy: 0f # 0%
of .
) # 1 (teste bilateral).

of
ﬁHO:—2=1vS Hl:
a3 2
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Exercicio (a)

Estatistica de teste:

S (o
F=—2 2 ~Fn1—1;nz—1=8;6'
S2\o1/,

_ 04150 1=1,1173
fobs = 53774 X 1 = L1I73.

1
Pela tabela, fnl—l: ﬂ.z‘li% = fB: 6,025 = fe; 8:0.975 = 4,65 = 0,215 efnl—l: n,-1; 1—% = fB; 6;0,975 — 5,6.

Logo, R.A.: 10,215; 5,6[ e R.R.: [0; 0,215] U [5,6; + o[

Como f,ps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que a variabilidade nos pesos seja significativamente diferente nos dois grupos.

uevora.pt)
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Exercicios (b) e (c)

b) Se a = 1% a decisdao tomada no teste anterior era a mesma, ou seja, ndo rejeitar H,. Esta situacdo é

c)

originada pelo facto de quando se diminui o nivel de significdincia também se diminui a R.R. e
consequentemente a R. A.aumenta. Portanto, se quando o.=5% f,,s estd na R. A. entdo o = 1% a situagao
mantém-se.

valorp = 2 X min{P(F < fops); P(F = fops)}
= 2 x min{P(F < 1,1173); P(F > 1,1173)}
= 2 x min{0,5409; 0,4591}
=2x0,4591 = 0,9181.

A hipétese Hy: 02 = g2 é rejeitada para niveis de significAncia superiores ou iguais a 91,81%, indicando
que ndo existe evidéncia de que as variancias sejam diferentes.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Obrigada!

Questoes?
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